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                     وقتي واژة توپولوژي براي اولين بار به گوشم خورد، 
مي دانســتم که »لوژي« بعد از هر کلمــه اي بيايد، به معني 
بررسي  کردن و شناختن آن است؛ و من تا مدتي به شوخي 
مي گفتم تپُُل لوژي يعني تپل شناسي؛ لابد يعني علمي که 
به بررسي و شناخت تپل هاي عالم مشغول است. اما خُب! 
اين فقط يك شوخي بود. توپولوژي1 يكي از شاخه هاي 
رياضيات اســت. در بخش اول اين گفت و گو آقاي 
توضيحاتي  افتخاري  آقاي دکتر  و  کمالي نژاد  دکتر 
دربارة اين شــاخه از رياضي مي دهند. در بخش 
پاياني، آقاي دکتر کمالي نژاد از لذت هاي رياضي 
شخصي شان  تجربه هاي  از  و  مي کنند  صحبت 
دربارة لذت بردن از رياضــي مي گويند. اگر 
هم  شما  براي  چيست؟«  »توپولوژي  معماي 
يا نمي دانيد چرا  معماي جذابي است، 
و چـگونه افرادي به رياضي عشق 
مـي ورزند با ما هـمـراه  شـويد. 

            نازنين حسن نيا  
      عكاس: شادي رضائي      
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كمالينژاد: می توان توپولوژي را به کمک زبانِ مجموعه ها، تعریف 
کرد كه دانش آموزان در سال نهم با آن آشنا مي شوند. یک توپولوژی 
روی یک مجموعه ماننــد X، گردایه ای از زیرمجموعه های X مانند 

T است که دارای تعدادی خاصیت مشخص است. یعني یك مجموعة 
X داریم و زیرمجموعه هایي از آن را كه داراي خاصیت هایي هستند و 

گردایة آن ها را T مي نامیــم. مجموعة X به همراه توپولوژی T را یک 
فضای توپولوژیک می نامیم. روشن است که این تعریف ناکامل است چون 

هنوز نگفته ام كه آن خاصیت ها چه چیزهایي هستند. بنابراین این تعریف، 
شــناخت چندانی از توپولوژی به دست نمی دهد و ممکن است که پرداختن 

بــه جزئیات آن نیز، این بحث را طولانی کند. اما با تغییر دادن موضوع و بدون 
پرداختن به جزئیات ریاضی، مي توانم شــما را اندکی بیشــتر با توپولوژی آشنا 

كنم. توجه داشته باشید که به این ترتیب، با مفاهیم توپولوژیک به صورت مستقیم 
ســروکار نداریم، بلکه شــما را با بازی هایی ذهنی مواجه مي كنم که با مفاهیمی در 

توپولوژی در ارتباط هستند.
همین طور واژة توپولوژی، نام شــاخه ای از ریاضیات است که در آن فضاها و سایر مفاهیم 

توپولوژیک مطالعه می شــود. به تفاوت معنی واژة7 توپولوژی به عنوان حوزه ای از ریاضیات و 
توپولوژی به عنوان ساختاری روی یک مجموعه، توجه داشته باشید. به همین دلیل و از این پس، 

هر کجا که واژة توپولوژی را به کار ببریم، مقصودمان همان بخش از ریاضیات است ولی در صورتی که 
بخواهیم به توپولوژی روی یک مجموعه اشاره کنیم، آن را »فضای توپولوژیک« خواهیم نامید تا ابهامی 

پیش نیاید. با این مقدمه، تصور کنید در دنیایی خیالی هســتیم که همة اشیاء در آن، از موادی کشسان و 
انعطاف پذیر ســاخته شده اند. فرض کنید که می توانیم شکل این اشیاء را تحت قوانین زیر تغییر دهیم: هر قدر 

که بخواهیم می توانیم آن ها را خم کنیم، بپیچانیم، بکشــیم و یا فشــار دهیم. اما نمی توانیم آن ها را پاره کنیم و یا 
اجزایشان را به هم بچسبانیم. نام این نوع تغییر را »تغییر شکل پیوسته« مي گذاریم. به عنوان مثال مي توانیم با تغییر 

شکل پیوسته، مثلث را به دایره تبدیل کنیم.
همچنین فرض کنید که در این دنیای خیالی،
 بین اشیائی که با تغییر شکل پیوسته به هم 

تبدیل می شوند، تفاوتی قائل نباشیم. بنابراین در این دنیای خیالی، دایره و مثلث با هم تـــفاوتی ندارند زیرا با تغییر 
شکل پیوسته به هم تبدیل مي شوند. تغییر شکل  پیوسته در دنیای خیالی ما، با مفهومی به نام »همسان ریختی«  در 
توپولوژی شباهت دارد. البته یکی گرفتن این دو، نادرست است. به عبارت دیگر؛ در توپولوژی، دایره و مثلث، به عنوان 
زیرفضاهای صفحةاقلیدسی )که خودش یک فضای توپولوژیک با توپولوژی ناشی از طول اقلیدسی است( به اصطلاح 

»همسان ریخت« هستند.  به طور كلي در صفحةاقلیدسی هر خم بسته ای که خود را قطع نمی کند،
 با دایره »همسان ریخت« است!!! اما ... اگر 
یك نقطه، فقط یك نقطه را از یك دایره 

در صفحةاقلیدسی، حذف كنیم، آن گاه
 زیرفضای حاصل از حذف یك نقطه از یك دایره، با یك خط راست در صفحةاقلیدسی همسان ریخت خواهد بود. 

می توانیم مثال دیگری را از تغییر شکل های پیوسته، این بار در فضای اقلیدسی سه بعدی در نظر بگیریم.
شــكل زیر نشــان مي دهد كه چگونه مي توان با تغییر شکل پیوســته در دنیای خیالی مان، یك فنجان را به یك 

پیراشكي تبدیل كرد.
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 ولي تغییر شکل پیوسته ای برای تبدیل نان باگت به پیراشكی وجود ندارد! به عبارت دیگر، دو زیرفضایِ فضای اقلیدسی سه 
بُعدی که مشــابه فنجان و پیراشکی شکل بالا باشند، باهم همسان ریخت هستند اما زیرفضای مشابه پیراشکی شکل بالا و 
زیرفضایی مشابه نان باگت در فضای اقلیدسی سه بعدی با هم همسان ریخت نیستند! اما چگونه در توپولوژی ثابت می شود 
که دو شــکل با هم همسان ریخت نیستند؟ در مورد بررسی همسان ریخت بودن فضاهای توپولوژیک، کار راحت تر است. به 
عنوان نمونه، یک روش این است که همسان ریختی میان آن فضاهای توپولوژیک را دقیقاً معرفی کنیم. مثلًا، به کمک تغییر 
شکل پیوسته ای که در دنیای خیالی مان بین فنجان و پیراشکی یافتیم، می توانیم یک همسان ریختی بین زیرفضاهای مشابه 
این دو شکل در فضای اقلیدسی سه بُعدی، معرفی کنیم. اما در مورد اثبات همسان ریخت نبودن زیرفضای مشابه پیراشکی و 
نان باگت، این روش راه گشا نیست. زیرا نامتناهی زیرفضای همسان ریخت با این دو زیرفضا وجود دارد- نامتناهی تغییرشکل  
پیوسته را در نظر بگیرید- و نمی توان تمام آن ها را آزمود و به این نتیجه رسیدکه همسان ریختی ای بین این دو وجود ندارد. 
پس راه حل چیست؟ ایدة کلی اثبات در این جا چنین است: در این اشیاء، ویژگی یا شاخصی می یابیم که تحت همسان ریختی، 
حفظ شود. ممکن است که در مواردی این ویژگی به صورت یک عدد بیان شود. در این صورت اگر مقدار محاسبه شدة این عدد 
برای این دو شیء متفاوت باشد، نتیجه می گیریم که همسان ریختی ای بین آن ها وجود ندارد. در مورد زیرفضای مشابه پیراشکی 
و نان باگت در فضای اقلیدســی ســه بُعدی، مفهوم گروه های همولوژی یا حتی ساده تر از آن ها، شاخص اویلر2، ویژگیی است که 
مسئله را حل می کند. البته ویژگی ها و شاخص های دیگری هم وجود دارند که به کمک آن ها می توان این پرسش را پاسخ گفت. در 
این جا شاخص اویلر زیرفضای مشابه پیراشکی برابر 0 و شاخص اویلر زیرفضایی مشابه نان باگت برابر 1 است. بنابراین همسان ریخت 

نبودن بین این دو، از این که شاخص های اویلرشان برابر نیستند ) 0≠1 ( نتیجه می شود.
افتخاري: پوانکاره3 حدود صد سال قبل به دنبال این ویژگي ها مي گشت و با تلاش هایي كه در این زمینه انجام داد اولین چیزی 
که ساخت، چیزی هست که امروز به آن گروه های هومولوژی می گویند. خلاصة ماجرا این است كه اگر شما گروه همولوژي 
یك شــكل را بیابید و بعد آن شكل را به طور پیوســته تغییر دهید، گروه همولوژي شكل جدید نیز دقیقاً همانند گروه 

همولوژي شكل اولیه است. یعني به زبان توپولوژي شكل هاي »همسان ریخت« گروه هاي همولوژي یكسان دارند. 
برهان: یواش یواش دارد از زبان توپولوژي خوشم مي آید.

افتخاري: پوانکاره تلاش مي كرد با ابزار جدیدي كه كشف كرده بود، همسان ریختي اشیا مختلف، مانند كُره 
و فضاي سه بُعدي را بررسي كند و حدس هایي مي زد. در انتهای این مسیر خودش متوجه شد که حدس 
اولیه اش غلط است و فضاهایی پیدا کرد که با هم متفاوت بودند اما آن ابزارها نمی توانستند فضاها 
را از یکدیگر تشــخیص دهند. بعد ابزارهای جدیدی پیدا کرد و حالا سؤال این بود که آیا این 
ابزارهای جدید به اندازة کافی توانا هستند تا از پس تشخیص فضاهای غیرهمسان ریخت از 
یکدیگر بربیایند. نهایتاً حدس پوانکاره که یکی از مسائل با جایزة میلیون دلاری بود در 

ابتدای قرن 21 ثابت شد. همة این اتفاقات صدسال به طول انجامید. 
برهان: صد سال؟!؟

كمالينژاد: بله. در ریاضیات برخی اوقات، براي آنكه به نتیجه برســید باید 
صبور باشید. ریاضیات حوزه ای کهن است. به همین دلیل، انباشت مطالب 
در آن زیاد اســت. یعنی معمولًا چیزهایی که لازم اســت بیاموزید تا 
به مرزهای ریاضیات برســید، زیاد هســتند. معمولًا با مطالعة چند 
صفحه–به عنوان مثال در ویکی پدیا- فــرد نمی تواند در حوزه ای 
از ریاضیات تســلط پیدا کند. البته ممکن است که یک مطالعة 
کوتاه، نقطة آغازی باشــد. ولی واقعیت این اســت که معمولًا 
فرد باید چند کتاب را مطالعه کند تا با مفاهیم اساســی در 
یک حوزة ریاضیات آشنا شــود و در ادامه هم نیاز است تا 
مقاله های پژوهشــی به روزتری را مطالعه کند تا بتواند به 
مرزهای ریاضیات نزدیک شود. منتها معنی آن این نیست 
که ریاضي خواندن کسالت بار و بی مزه است. این سفری 
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است که در طول مسیر هم می توانید از 
آن لذت بسیار ببرید. درست است که 

با مطالعه و یادگیری مطالب ریاضی از 
پیش نوشته شده، شما در راهی وارد 

می شــوید که پیش از شما پیموده 
شده است. اما این مسیر برای کسی 

که کــه برای اولین بــار آن را طی 
می کند نیز می تواند بسیار هیجان 

انگیز باشــد. در ضمن در مســیر 
آموختن مطالب جدید ریاضی، اگر حوصله به خرج بدهید و به اندازة کافی صبور باشید، 

مي توانید ماجراجویی های جدیدی را تجربه و زیبایی های شــگفت انگیزی را مشــاهده 
کنید. به قول خانم دکتر مریم میرزاخانی: »زیبایی ریاضیات خود را تنها به شاگردان صبور 

نشان می دهد.4«
برهان: بعضي افراد خاطرات خوبي از حل مسئله هاي ریاضي در دوران مدرسه دارند، یا مثلًا 

مي گویند وقتي یك مسئلة سخت ریاضي حل مي كنند هیجان زده مي شوند و از نتیجة كارشان 
لذت مي برند. یعني انگار تا پیش از رسیدن به سطوح بالاي دانش و پژوهش هم این لذت بردن 

از ریاضي وجود دارد.
كمالينژاد: حق با شماست. لذت  بردن از ریاضي مي تواند در هر سطحي اتفاق بیفتد. فکر می کنم 

که می توان راه حل گاوس برای جمع کردن اعداد طبیعی 1 تا 100 را برای بســیاری از افراد، حتی 
اگر با ریاضیات ســروکار نداشته باشند، توضیح داد. دنبال كردن مراحل اثبات اقلیدس برای نامتناهی 

بودن اعداد اول، به دانش ریاضی چندانی نیاز ندارد. هندســه، نظریة اعداد، احتمال، حسابان، ریاضیات 
گسسته و... در دورة دبیرستان سرشار از مطالب و مسئله های جالب هستند. اساساً تعدادی از ریاضی دانان 

با لمس لذت ریاضی ورزیدن و حل مســئله در دوره های پیش از دانشــگاه، تصمیم می گیرند تا به صورت 
حرفه ای به ریاضیات بپردازند.

فکر می کنم، امکان ســرگرم شــدن و لذت بردن از ریاضیات به گروه خاصی محدود نمی شود. حتی مطالعة 
كتاب هاي ریاضي نه چندان پیشــرفته هم مي تواند هیجان انگیز باشد. البته فعالیت پژوهشی هم دشواری ها و 

هیجان های مختص به خود را دارد. در مورد پژوهش و فعالیت ریاضی مطلب دیگری از خانم دکتر میرزاخانی به 
خاطرم می رســد: »پرارزش ترین بخش، لحظه ای است که می گویی آها! ذوق کشف و لذت فهمیدن چیزی جدید. 

احساس ایستادن بالای یک بلندی و رسیدن به دیدی شفاف و واضح.«
برهان:به قول شما هرچه بیشتر وارد دنیاي ریاضي شوید، زیبایي هاي بیشتري در این دنیا مي بینید.

كمالينژاد: بله. البته به قول ریاضی دان انگلیســی، آرتور کِیلی5: »در هر چیز، از جمله یک نظریة ریاضی، زیبایی را 
می توان درک کرد ولی نمی توان آن را توضیح داد.«

پينوشتها:
1. توپولوژی از ترکیب دو واژة یونانی τόπος )توپوس( به معنی مکان و λόγος )لوگوس( به معنی مطالعه، پدید آمده است. بنابراین 

توپولوژی در لغت، به معنی »مکان شناسی« است. 
2.شاخص اویلر، عددي است كه براي بعضي شكل ها تعریف مي شود. براي آشنایي بیشتر، به وبلاگ اختصاصي مجله مراجعه كنید.

3. ریاضي دان فرانسوي قرن 18 میلادي كه از بنیان گذاران شاخة توپولوژي در ریاضیات است.
4.برگرفته از مصاحبة ایشان که در گزارش سالیانه موسسه ریاضی کلی - سال 2008 - چاپ شده است. به آدرس زیر مراجعه كنید: 

http://www.claymath.org/library/annual_report/ar2008/08Interview.pdf
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